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概要

核力を 1つの中間子の交換で表現したポテンシャル (one-boson exchange potential; OBEP)

について学ぶ。交換される中間子の性質 (質量やスピン・アイソスピン)が核力にどのように反映
されるのかに主眼を置く。また、重陽子を OBEPに基づいて記述する。
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1 中間子論とボソン交換ポテンシャル

1.1 中間子の種類とボソン交換ポテンシャルの概要

これまでも中間子論は折に触れて言及してきた。今回扱うのは one-boson exchange potential

(OBEP)と呼ばれるもので、質量やスピン・アイソスピンなどが異なる中間子を交換することで核力

を表現する。OBEPは場の理論に基づいて導出され、2核子系の性質 (散乱および束縛)を精密に記

述できるため、現実的核力と呼ばれており、それは中間子論のある種の到達点と言えるだろう。

OBEPでは同じ中間子を複数回交換する効果は考慮されていないため、“one-boson”と名付けられ

ている。通常、中間子論ではフレーバーを持たない (アップとダウンクォークから構成される)軽い中

間子の交換のみを考える。具体的には、図 1に示すように、スピン J とパリティ P が JP = 0− であ

る擬スカラー中間子 π および η, JP = 0+ であるスカラー中間子 σ および δ, そして JP = 1− のベ

クトル中間子 ρおよび ω という 6つの中間子を考えようi。

文献 [1] では OBEP の導出が詳しく説明してあるが、以下ではその概要を簡単に説明するに留め

る。なお、今回の第四回講義では、ℏ = c = 1となる自然単位系で定式化する。したがって、数値計

算では単位系に気をつける必要がある。詳細は付録 Aにまとめた。

図 1 1つのボソン交換ポテンシャルを表すファインマン図。実線の矢印が核子、破線が交換する
6種類の中間子を表す。

i スカラー中間子について、現代では σ 中間子は f0 中間子、δ 中間子は a0 中間子と呼ばれる。
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1.2 ラグランジアンとファインマンルール

場の理論に基づいた中間子と核子の結合を表すラグランジアンは

Lps = −gpsψ̄iγ5ψφ(ps), (1)

Ls = gsψ̄ψφ
(s), (2)

Lv = −gvψ̄γµψφ(v)
µ − fv

4M
ψ̄σµνψ

(
∂µφ

(v)
ν − ∂νφ

(v)
ν

)
, (3)

と書ける。ここで ψ は核子をあらわす Diracスピノル場であり、φ(ps), φ(s), φ
(v)
µ はそれぞれ、擬ス

カラー中間子、スカラー中間子、ベクトル中間子の場を表す。また、M は核子の質量、γµ はガンマ

行列、γ5 はガンマ行列を用いて表現されるカイラリティと呼ばれる行列、σµν = (i/2)[γµ, γν ] であ

る。アイソベクトル中間子 (アイソスピンが 1の中間子)については、アイソスピン演算子 τ を用い

て φ(α) → τ ·φ(α) と変更される。

詳しく説明しないが、これらのラグランジアンから”ファインマンルール”に則って中間子交換ポ

テンシャルが導出される。このように導出されたポテンシャルは、4元運動量で表現される相対論的

な運動量空間でのポテンシャルである。

1.3 運動量空間でのボソン交換ポテンシャル

4 元運動量の時間成分を無視するという静的近似により、非相対論的なポテンシャルが得られる。

そのようなポテンシャルは運動量移行 q と平均運動量Qの関数であり、それぞれ

q = p′ − p, (4)

Q =
1

2
(p′ + p) , (5)
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で定義される。具体的には、擬スカラー中間子 (α = ps), スカラー中間子 (α = s), そしてベクトル中

間子 (α = v)の交換に対する運動量空間での非相対論的なポテンシャル wα は、

wps(q) = − 1

(2π)3
g2ps
4M2

(σ1 · q) (σ2 · q)
q2 +m2

ps

V̂τ , (6)

ws(q,Q) = − 1

(2π)3
g2s

q2 +m2
s

[
1− Q2

2M2
+

q2

8M2
− i

2M2
S · (q ×Q)

]
V̂τ , (7)

wv(q,Q) =
1

(2π)3
1

q2 +m2
v

[
g2v

{
1 +

3Q2

2M2
− q2

8M2
+

3i

2M2
S · (q ×Q)

−σ1 · σ2
q2

4M2
+

1

4M2
(σ1 · q) (σ2 · q)

}
+
gvfv
2M

{
− q2

M
+

4i

M
S · (q ×Q)− σ1 · σ2

q2

M
+

1

M
(σ1 · q) (σ2 · q)

}
+

f2v
4M2

{
−σ1 · σ2q

2 + (σ1 · q) (σ2 · q)
}]
, (8)

で与えられる。ただし、アイソスピン演算子は

V̂τ =

{
τ 1 · τ 2 (Isovector meson),

1 (Isoscalar meson).
(9)

である。また、mα は中間子の質量、2核子の合成スピンは S = (σ1 + σ2)/2である。これらのポテ

ンシャルは q だけでなく、Qにも依存しているため、非局所ポテンシャルと呼ばれる。

なお、式 (6)–(8)における因子 (2π)−3 は、

⟨p′ |p⟩ = δ(p′ − p), (10)

⟨r |p⟩ = 1

(2π)3/2
eip·r, (11)

という定義を採用していることに起因する。

1.4 座標空間でのボソン交換ポテンシャル

第 1.3 節のポテンシャルをフーリへ変換することで、座標空間におけるポテンシャルが得られる。

この計算はレポート問題で扱うこととするが、例えば文献 [2]で詳しく説明されている。

このようにして得られた座標空間でのポテンシャルを以下にまとめる。なお、運動量空間でのポテ

ンシャルの非局所性は、局所的な座標空間でのポテンシャルの速度依存項 (微分演算子を含む項) とし

て現れる。
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1.4.1 擬スカラー中間子交換
擬スカラー中間子交換ポテンシャルは中心力 (C)とテンソル力 (T)から構成される:

vps(r) = v(C)
ps (r) + v(T)

ps (r), (12)

v(C)
ps (r) =

1

12

g2ps
4π

(mps

M

)2

mpsY (mpsr)σ1 · σ2V̂τ , (13)

v(T)
ps (r) =

1

12

g2ps
4π

mpsZ(mpsr)S12(r̂) V̂τ . (14)

ここで、動径成分は以下で定義される:

Y (mr) =
e−mr

mr
, (15)

Z(mr) =
(m
M

)2
[
1 +

3

mr
+

3

(mr)2

]
Y (mr). (16)

1.4.2 スカラー中間子交換
スカラー中間子交換ポテンシャルは中心力とスピン軌道力 (SO)から成る:

vs(r) = v(C1)
s (r) + v(C2)

s (r),+v(SO)
s (r), (17)

v(C1)
s (r) = − g2s

4π

[
1− 1

4

(ms

M

)2
]
msY (msr) (18)

v(C2)
s (r) = − g2s

4π

ms

4M2

[
∇2Y (msr) + Y (msr)∇2

]
V̂τ , (19)

v(SO)
s (r) = −1

2

g2s
4π
msZ1(msr)L · S V̂τ . (20)

ただし、中心力は (C1)と (C2)という 2つの項に分けている。また、動径成分は

Z1(mr) = −
(m
M

)2 1

mr

d

d(mr)
Y (mr)

=
(m
M

)2
[

1

mr
+

1

(mr)2

]
Y (mr), (21)

で与えられる。ラプラシアンは

∇2 =
1

r

d2

dr2
r − L2

r2
, (22)

と定義される。
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1.4.3 ベクトル中間子交換
ベクトル中間子交換には中心力、スピン軌道力、テンソル力のすべてが現れるが、中心力は 3つの

項 (C1, C2, C3)に分けておくと便利である:

vv(r) = v(C1)
v (r) + v(C2)

v (r) + v(C3)
v (r) + v(SO)

v (r) + v(T)
v (r), (23)

v(C1)
v (r) =

g2v
4π

[
1 +

1

2

(mv

M

)2

+
1

2

fv
gv

(mv

M

)2
]
mvY (mvr)V̂τ , (24)

v(C2)
v (r) =

1

6

g2v
4π

[
1 + 2

fv
gv

+

(
fv
gv

)2
](mv

M

)2

mvY (mvr)σ1 · σ2 V̂τ , (25)

v(C3)
v (r) = − g2v

4π

3mv

4M2

[
∇2Y (mvr) + Y (mvr)∇2

]
V̂τ , (26)

v(SO)
v (r) = −1

2

g2v
4π

(
3 + 4

fv
gv

)
mvZ1(mvr)L · S V̂τ , (27)

v(T)
v (r) = − 1

12

g2v
4π

[
1 + 2

fv
gv

+

(
fv
gv

)2
]
mvZ(mvr)S12(r̂) V̂τ . (28)

1.5 形状因子の導入

核子は点粒子ではなく有限の大きさを持っている。この効果を実効的に取り入れるために、形状因

子を導入しよう。すなわち、運動量のカットオフ Λα (α = ps, s, v)を導入し、Λα を超える運動量状

態にある 2核子の散乱状態をあらわには扱わないこととする。これは、Λ−1
α 程度の座標空間でのカッ

トオフと等価であり、Λ−1
α よりも短距離にある 2核子の状態を取り入れないことを意味する。なお、

形状因子を導入することは、場の理論で正則化と呼ばれる手続きと本質的には等価である。正則化に

は高運動量の寄与を避け、ポテンシャルの発散を除去する目的があるが、実際、形状因子を導入する

ことでこの目的が達成されることをこれから見よう。

運動量空間でのポテンシャルに Λα を含む任意の形状因子あるいは正則化関数をかけ、ポテンシャ

ルの高運動量成分を抑制しよう。ここでは Bonnグループが採用している双極子型の形状因子 [1, 3],

Fα(q) =
Λ2
α −m2

α

Λ2
α + q2

, (29)

を採用しよう。なお、この形状因子は Λα → ∞で Fα(q) → 1を満たす。図 2に形状因子を q の関数

として表す。ここでは例として、π 中間子交換および ρ中間子交換に対して、Λα の値を変えたとき

の Fα を示している。この図からわかるとおり、形状因子を運動量空間のポテンシャルにかけること

によって、ポテンシャルの q が大きな成分を抑制することができる。

上記の形状因子 Fα をファインマン図 1の各頂点について作用させる。すなわち、運動量空間での
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Λα = 0.5 GeV
Λα = 1.0 GeV
Λα = 1.5 GeV
Λα = 2.0 GeV
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)

q (GeV)

(a) π meson (mπ = 138 MeV)
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q (MeV)

(b) ρ meson (mρ = 769 MeV)

図 2 運動量移行 q の関数として表した双極子型の形状因子 Fα の振る舞い。ここでは (a) π 中間
子交換および (b) ρ中間子交換に対する Fα を示しており、2つの中間子の質量はそれぞれmπ と
mρ である。実線、破線、点線、一点鎖線はそれぞれ、カットオフ運動量 Λα が 0.5, 1.0, 1.5, 2.0

GeVに対応している。

ポテンシャルは

wα(q) → w(reg)
α (q) = wα(q)F

2
α(q), (30)

のように正則化される。

さて、式 (30)により、中間子の伝播関数と F 2
α の積が現れるが、これは以下のように変形しておく

と便利である:

1

q2 +m2
α

(
Λ2
α −m2

α

Λ2
α + q2

)2

=

(
1

q2 +m2
α

− 1

Λ2
α + q2

)
Λ2
α −m2

α

Λ2
α + q2

=
1

q2 +m2
α

− 1

Λ2
α + q2

− Λ2
α −m2

α

(Λ2
α + q2)2

=
1

q2 +m2
α

− 1

Λ2
α + q2

+
(
Λ2
α −m2

α

) d

dΛ2
α

1

Λ2
α + q2

. (31)

この式から明らかなように、運動量空間でのポテンシャル w
(reg)
α をフーリエ変換するとき、その動径

成分は必ず (q2 +m)−1 という形で q依存性を持つことがわかる。ただしm = {mα,Λα}である。し

たがって、w(reg)
α のフーリエ変換にも、形状因子をかける前と同じ計算が適用可能である。言い換え

ると、正則化された座標空間でのポテンシャル v
(reg)
α を求めるには、形状因子を導入する前の座標空
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間でのポテンシャル vα の動径成分を、Λα を含む以下の形に置き換えればよい:

mαY (mαr) → mαY (mαr)− ΛαY (Λαr)−
1

2

(
Λ2
α −m2

α

)
rY (Λαr), (32)

mαZ(mαr) → mαZ(mαr)− ΛαZ(Λαr)−
1

2

(
Λ2
α −m2

α

) Λα + Λ2
αr

M2
Y (Λαr), (33)

mαZ1(mαr) → mαZ1(mαr)− ΛαZ1(Λαr)−
1

2

(
Λ2
α −m2

α

) Λα

M2
Y (Λαr). (34)

なお、Λα → ∞のとき、式 (32)–(34)の右辺にある Λα を含む項は落ちるため、確かに形状因子を導

入する前の中間子交換ポテンシャルが得られる。

2 ボソン交換ポテンシャルと重陽子

2.1 一般化固有値問題

これまでと同様、重陽子を計算の対象としよう。今回は OBEPを用いて計算する。重陽子の波動

関数 |Φdeuteron⟩は

|Φdeuteron⟩ ≡ |Φ1
1mj00⟩ =

∣∣∣∣R0

[
Y0 ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
+

∣∣∣∣R2

[
Y2 ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
, (35)

と書ける。ここで lは陽子と中性子の相対軌道角運動量であり、Rl (Ylm)は相対運動の動径成分の波

動関数 (角度成分の波動関数である球面調和関数)である。また、2核子の合成スピン (アイソスピン)

波動関数を ξ
(σ)
SMS

(ξ
(τ)
TMT

)と表した。ここで、S (T )は 2核子系のスピン (アイソスピン)であり、そ

の第三成分をMS (MT )とした。

チャネル結合方程式もこれまでと同様の手順で導出できる。すなわち、相対運動の Schrödinger方

程式 [
Ĥ − E

]
|Φdeuteron⟩ = 0, (36)

Ĥ = T̂rel + V̂ , (37)

において、相互作用 V̂ に対応するポテンシャルに OBEPを用いる。これまでと同様、波動関数を以

下のように基底で展開する:

Rl(r) =
ul(r)

r
=

n∑
i=1

c
(l)
i φ

(l)
i (r) , (38)

φ
(l)
i (r) =

ϕ
(l)
i (r)

r
. (39)

Rayleigh–Ritz の変分法により、S 波と D 波の結合を取り入れたチャネル結合方程式 (連立方程式)
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は、 ∑
j

[
T (00)
ij + V(00)

ij − EN (00)
ij

]
c
(0)
j +

∑
j

V(02)
ij c

(2)
j = 0, (40)

∑
j

V(20)
ij c

(0)
j +

∑
j

[
T (22)
ij + V(22)

ij − EN (22)
ij

]
c
(2)
j = 0, (41)

と書ける。ただし、各行列要素は以下で定義される:

N (ll′)
ij =

〈
φ
(l)
i

[
Yl ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

∣∣∣∣φ(l′)
j

[
Yl′ ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
, (42)

T (ll′)
ij =

〈
φ
(l)
i

[
Yl ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

∣∣∣∣ T̂rel ∣∣∣∣φ(l′)
j

[
Yl′ ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
, (43)

V(ll′)
ij =

〈
φ
(l)
i

[
Yl ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

∣∣∣∣ V̂ ∣∣∣∣φ(l′)
j

[
Yl′ ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
. (44)

これらの具体形は、基底関数を定めると計算可能となる。なお、基底関数にガウス関数を採用した場

合、ノルムの行列要素 N (ll′)
ij および運動エネルギーの行列要素 T (ll′)

ij は既に第三回講義で求めてい

る。OBEPに対する 2体行列要素は付録 Bにまとめた。

さて、ハミルトニアンの行列要素を

H(ll′)
ij = T (ll′)

ij + V(ll′)
ij , (45)

で定義すれば、式 (40)と式 (41)は行列を用いて以下の形で表現できる: Hij

− E

 Nij

cj
 = 0, (46)

Hij =

H(00)
ij H(02)

ij

H(20)
ij H(22)

ij

 , (47)

Nij =

N (00)
ij 0

0 N (22)
ij

 , (48)

cj =

c(0)j

c
(2)
j

 . (49)

この一般化固有値問題を解くことで、固有値 E および固有ベクトル c
(l)
j を得ることができる。

式 (47)は、第三回講義の表式から微修正を受ける。すなわち、これまでは中心力 V̂C とテンソル力

V̂T のみを考慮していたが、OBEPではスピン軌道力 V̂SO も含むため、V̂ = V̂C + V̂SO + V̂T と書く

ことができる。その結果、Hij は

Hij =

T (00)
ij + V(00)

C;ij V(02)
T;ij

V(20)
T;ij T (22)

ij + V(22)
C;ij + V(22)

SO;ij + V(22)
T;ij

 , (50)
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となる。ただし、V(ll′)
X;ij (X = C, SO, T)は式 (44)の V̂ を V̂X で置き換えたときの 2体行列要素であ

る。式 (50)の D 波対角成分 (右辺の行列の右下成分)にスピン軌道力が寄与していることがわかる。

Exercise 2.1 —OBEPで重陽子を解こう—

重陽子を S 波と D 波の混合を考慮して解こう。前回との違いはポテンシャルを Gaussian

three-range soft core (G3RS)ポテンシャル [4] ではなく、第 1節で求めた OBEPを用いる

ことである。

1. まずはコードの構造を理解しよう。前回までのシンプルなコードと異なり、OBEPを

扱うためにコードの構造が大規模な変更を受けている。

2. 次に π 中間子交換だけで重陽子を計算してみよう。これには山口らの計算 [5,6]を参考

にするとよい。付録 Cにまとめた山口らのパラメータを出発点として、カットオフ運

動量 Λα を微調整しよう。微調整が必要な理由は付録 Cで述べる。

3. 続いて、π, ρ, ω の交換を考慮して重陽子を計算してみよう。さらに、その計算に σ 中

間子交換を追加し、2体行列要素や波動関数がどのような変化を受けるか確認しよう。

これには、やはり山口らのパラメータをのカットオフ運動量を微調整するとよい。

4. 最後にポテンシャルをより包括的なものに変更しよう。すなわち、π, η, σ, δ, ρ, ωの中

間子交換を考慮した Bonnグループの OBEPを出発点としよう。これは非相対論的な

座標空間での OBEPのパラメータセット A (Bonn-OBEPR-Aと呼ぶことにする) [1]

のことである (そのパラメータは付録 Cにまとめた)。ただし、第 2.2節で述べるよう

に、Bonn-OBEPR-A のパラメータをそのまま使用しても、現在の定式化に基づいた

方法では現実的な重陽子の性質が得られない。そこで、Bonn-OBEPR-A のパラメー

タを修正したもの (付録 C参照)を使用しよう。そして、6つの中間子を考慮した結果

がそれまでの結果とどう異なるのかを考察しよう。

2.2 Bonn-OBEPR-Aに対するコメント

前述のとおり、Bonn-OBEPR-Aのパラメータ [1]をそのまま使用しても、実験事実と整合する重

陽子の性質が得られない。残念ながらその理由は断言できないが、考えられる一つの可能性は形状因

子の取り扱い方の違いである。

用いている形状因子は同じ関数形であるが、それの扱い方が第 1節で示した今回の方法と異なる。

すなわち、文献 [1,3]で示されているように、Bonnグループの計算では式 (31)を用いるのではなく、

1

q2 +m2
α

(
Λ2
α −m2

α

Λ2
α + q2

)2

≈ 1

q2 +m2
α

−
Λ2
α− −m2

α

Λ2
α− − Λ2

α+

1

q2 + Λ2
α+

+
Λ2
α+ −m2

α

Λ2
α− − Λ2

α+

1

q2 + Λ2
α−

, (51)
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を代わりに採用している。ただし、Λα± = Λα ± ϵであり、GeVオーダーの Λα に対して適切な値は

ϵ = 10 MeV であると述べられている [1, 3]. 式 (51)は、右辺をから左辺を求めることで確認できる

が、途中で ϵ → 0の操作が必要であるという点で近似式である。式 (51)に基づくと、フーリへ変換

により、正則化された座標空間でのポテンシャルが以下のように求まる:

v(reg)α (r) = vα(mα, r)−
Λ2
α− −m2

α

Λ2
α− − Λ2

α+

vα(Λα+, r) +
Λ2
α+ −m2

α

Λ2
α− − Λ2

α+

vα(Λα−, r). (52)

ただし、ポテンシャルの引数にmα あるいは Λα± を明示的に書いた。

付録 Cで示すように、Bonn-OBEPR-Aのパラメータは ϵ/Λα ≪ 1であるため、確かに式 (51)は

精度よく成り立つと期待され、その結果、式 (31)と (51)はどちらも等価なポテンシャルを与えるは

ずである。しかし、計算結果はどうやらそうはなっていないということを示唆している。この点につ

いては引き続き分析する必要がある。

ちょっと踏み込んだ話 2.1 —中間子論に基づく様々な核力模型—

中間子論に基づく核力は様々な模型によって提案されている。ここでは代表的なものをい

くつか列挙しておく。

• Parisグループの核力

– Paris potential [7]:

非相対論で座標空間で定義された局所ポテンシャル。長距離を π 中間子の交換、

中間距離を 2つの π中間子交換、そして短距離を ω中間子の交換で記述している。

• Bonnグループの核力

– Bonn full model (Bonn-A, Bonn-B, Bonn-C) [3]:

相対論的で運動量空間で定義された非局所ポテンシャル。6 つの中間子 (π, η, σ,

δ, ρ, ω)の交換に加え、核子の励起状態である ∆粒子の自由度や 2つの π 中間子

の交換、さらには π と ρの同時交換の効果などを取り入れた、最も発展的な中間

子論に基づくポテンシャルである。これらの効果は総和としてあまり大きくなく、

Bonn full modelは後述する単純化した模型の正当性の根拠となっている。

– Coordinate-space Bonn potential (Bonn-OBEPR-A, Bonn-OBEPR-B) [1]:

非相対論的で座標空間で定義された局所ポテンシャル。6つの中間子 (π, η, σ, δ,

ρ, ω)の交換のみを考慮している。

– High-precision, charge-dependent Bonn potential (CD-Bonn) [8]:

非相対論的で運動量空間で定義された非局所ポテンシャル。6つの中間子 (π, η, σ,

δ, ρ, ω)の交換に基づき、荷電依存性も導入している。核子–核子の散乱位相差を

高精度 (χ2/datum ∼ 1)で再現する。
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• Nijmegenグループの核力

– High-precision Nijmegen potential [9]:

非相対論的な局所ポテンシャル (Nijm I)と非相対論的な局所ポテンシャル (Nijm

II)が提案されている。また、座標空間で定義されたポテンシャルと運動量空間で

定義されたものの両方が用意されている (両者は等価である)。9つの中間子 (π, η,

η′, σ, δ, ϵ, ρ, ω, ϕ)の交換に基づき、荷電依存性も考慮されている。核子–核子の

散乱位相差を高精度 (χ2/datum ∼ 1)で再現する。

付録 A 自然単位系と数値計算上の注意
今回の第四回講義では、すべての定式化を自然単位系で行った。すなわち、ℏ = c = 1を採用して

いる。一方で、式 (36)のエネルギー固有値 E はエネルギーの次元で求めるのが自然であろう。

まず、エネルギー固有値 E がエネルギーの次元を持つことから、ポテンシャル vα および 2体行列

要素 V(ll′)
ij もエネルギーの次元を持つ。さらに、指数関数の引数が無次元であることを考慮すると、2

体行列要素の数値計算において、以下の処方をとればよいことがわかる:

• 質量およびカットオフエネルギー

mα → mα

ℏc
, M → M

ℏc
, Λα → Λα

ℏc
. (A.1)

• 2体行列要素

V(ll′)
ij → ℏcV(ll′)

ij . (A.2)

式 (A.2 )は、ポテンシャルに対して vα → ℏc vα と置き換えることと等価である。

付録 B ボソン交換ポテンシャルとガウス関数展開法
第三回講義でまとめたガウス関数展開法 (Gaussian expansion method; GEM) [10]について、基

底と重なり積分、ノルムの行列要素、運動エネルギーの行列要素はそのまま同じ表式が使えるため、

OBPEを用いることで変更を受けるのは 2体行列要素のみである。

2体行列要素は、相互作用 V̂ に対応するポテンシャル v が相対座標に関して r のみの関数として

書ける局所ポテンシャルだと仮定すると、式 (44)より、

V(ll′)
ij =

∫
dr

〈
φ
(l)
i

[
Yl ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

∣∣∣∣ r〉 v(r)〈r

∣∣∣∣φ(l′)
j

[
Yl′ ⊗ ξ

(σ)
1

]
1mj

ξ
(τ)
00

〉
, (B.1)
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となる。ここでは、重陽子を想定しており、スピン三重項、アイソスピン一重項のみを考慮する。式

(B.1 )が含むポテンシャル v に第 1節で導出した OBEP v
(reg)
α を代入する。具体的な行列要素の表

式を中間子の種類ごとに導出しよう。

B.1 擬スカラー中間子交換に対する 2体行列要素

B.1.1 行列要素の概形
第 1.5節で導入した、正則化された擬スカラー中間子交換のポテンシャル v

(reg)
ps を式 (B.1 )の v に

代入すると、以下の行列要素を得る:

V(ll′)
ps;ij =

g2ps
4π

〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
N

(l)
i N

(l′)
j

[
W(ll′)

psC;ij +W(ll′)
psT;ij

]
. (B.2)

ただし、

W(ll′)
psC;ij =

1

12

(mps

M

)2
∫
drrl+l′+2e−(νi+νj)r

2

×
[
mpsY (mpsr)− ΛpsY (Λpsr)−

1

2

(
Λ2
ps −m2

ps

)
rY (Λpsr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

σ1 · σ2

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.3)

W(ll′)
psT;ij =

1

12

∫
drrl+l′+2e−(νi+νj)r

2

×

[
mpsZ(mpsr)− ΛpsZ(Λpsr)−

1

2

(
Λ2
ps −m2

ps

) Λps + Λ2
psr

M2
Y (Λpsr)

]

×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

S12(r̂)
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.4)

である。GEMにおけるレンジパラメータ νi や規格化因子 N
(l)
i の定義については第三回講義資料を

参照してほしい。

まず、アイソスピン部分の行列要素は簡単に計算できて、式 (9)より、

〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
=

{
−3 (Isovector meson),

1 (Isoscalar meson),
(B.5)

である。これは、擬スカラー中間子に限らず、他の中間子のポテンシャルに対しても成り立つ。なお、

式 (B.5 )は、アイソスカラー中間子に対しては
〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ ξ(τ)00

〉
= 1 を用いたのみであるが、アイソベク

トル中間子に対しては、以下のようにして導出できる。一般の 2核子系アイソスピン状態 ξ
(τ)
TMT

に対
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する演算子 τ 1 · τ 2 の行列要素は、Wigner–Eckartの定理を用いて〈
ξ
(τ)
TMT

∣∣∣ τ 1 · τ 2

∣∣∣ ξ(τ)T ′M ′
T

〉
= −

√
3
〈
ξ
(τ)
TMT

∣∣∣ [τ1(1)⊗ τ1(2)]00

∣∣∣ ξ(τ)T ′M ′
T

〉
= −

√
3
1

T̂
(T ′M ′

T 00|TM)
〈
ξ
(τ)
TMT

∥∥∥ [τ1(1)⊗ τ1(2)]00

∥∥∥ ξ(τ)T ′M ′
T

〉
= −

√
3T̂ δTT ′δMTM ′

T


1
2

1
2 T

1
2

1
2 T

1 1 0


〈
1

2

∥∥∥∥ τ ∥∥∥∥ 1

2

〉〈
1

2

∥∥∥∥ τ ∥∥∥∥ 1

2

〉

= δTT ′δMTM ′
T
(−)T+1

{
1
2

1
2 T

1
2

1
2 1

}
4

[
1

2

(
1

2
+ 1

)(
2
1

2
+ 1

)]
= 6(−)T+1

{
1
2

1
2 T

1
2

1
2 1

}
δTT ′δMM ′ , (B.6)

と計算できる。ここで T̂ =
√
2T + 1であり、

· · ·

· · ·

 および

· · ·

· · ·

· · ·

 はそれぞれWignerの

6-j 記号および 9-j 記号である。式 (B.6 )に重陽子の量子数である T = 0を代入すると、アイソベク

トル中間子に対して式 (B.5 )を得る。

B.1.2 角度積分
中心力部分である式 (B.3 )の角度積分は以下のように計算できる:∫

dr̂
[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

σ1 · σ2

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
∑
mm′

MSM ′
S

(lm1MS |1mj) (l
′m′1M ′

S |1mj)
〈
ξ
(σ)
1MS

∣∣∣σ1 · σ2

∣∣∣ ξ(σ)1M ′
S

〉∫
dr̂Ylm(r̂)

∗
Yl′m′(r̂)

= δll′ , (B.7)

ここで、球面調和関数の直交性を用いた。また、スピン演算子 σ1 ·σ2 の行列要素は、スピンとアイソ

スピンはともに SU(2)代数に従うため、式 (B.6 )と同様に計算できる。すなわち、τ 1 · τ 2 を σ1 ·σ2

に、T を S = 1にそれぞれ読み替えると、
〈
ξ
(σ)
1MS

∣∣∣σ1 · σ2

∣∣∣ ξ(σ)1M ′
S

〉
= δMSM ′

S
を得ることができる。

さらに、テンソル力部分である式 (B.4 )の角度積分を計算しよう。これは第三回講義で既に導出し

ている:

f
(ll′)
T ≡

∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

S12(r̂)
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

= 2
√
6 l̂l̂′ (l0l′0|20)

{
l l′ 2

1 1 1

}
.

(B.8)

B.1.3 最終形
上記の計算より、行列要素は簡単にまとめることができる。まず、式 (B.3 )および式 (B.4 )の動

径積分に注目しよう。積分が含む軌道角運動量 l および l′ に依存する r の冪は、中心力に対しては
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l = 0, 2, テンソル力に対しては l + l′ = 2, 4が許される。したがって、積分を

G
(n)
ij (m) ≡

∫
drrne−(νi+νj)r

2−mr, (B.9)

と定義しておくと便利である。すると、式 (B.3 )および式 (B.4 )はそれぞれ以下のように書くこと

ができる。

W(ll′)
psC;ij(m) =

1

12
δll′

(mps

M

)2
[
G

(2l+1)
ij (mps)−G

(2l+1)
ij (Λps)−

1

2Λps

(
Λ2
ps −m2

ps

)
G

(2l+2)
ij (Λps)

]
,

(B.10)

W(ll′)
psT;ij =

1

12
f
(ll′)
T

1

M2

[
3
{
G

(l+l′−1)
ij (mps)−G

(l+l′−1)
ij (Λps)

}
+ 3

{
mpsG

(l+l′)
ij (mps)− ΛpsG

(l+l′)
ij (Λps)

}
+m2

psG
(l+l′+1)
ij (mps)−

1

2

(
3Λ2

ps −m2
ps

)
G

(l+l′+1)
ij (Λps)

− 1

2

(
Λ2
ps −m2

ps

)
ΛpsG

(l+l′+2)
ij (Λps)

]
. (B.11)

これが擬スカラー中間子交換に対する 2体行列要素の最終形である。なお、f (ll
′)

T は式 (B.8 )で定義

しているが、l + l′ の具体的な値を与えると、以下のように簡単に書くことができる:

f
(ll′)
T = 2

√
6 l̂l̂′ (l0l′0|20)

{
l l′ 2

1 1 1

}
=


0 (l + l′ = 0),

2
√
2 (l + l′ = 2),

−2 (l + l′ = 4),

(B.12)

また、G(n)
ij の計算については付録 Dで詳細に説明する。

B.2 スカラー中間子交換に対する 2体行列要素

B.2.1 行列要素の概形
第 1.5節で説明したスカラー粒子交換のポテンシャル v

(reg)
s を式 (B.1 )の v に代入すると、行列要

素は

V(ll′)
s;ij =

g2s
4π

〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
N

(l)
i N

(l′)
j

[
W(ll′)

sC;ij +W(ll′)
sSO;ij

]
, (B.13)
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となる。ここで、中心力の行列要素W(ll′)
sC;ij は以下のように 2つの項に分けて定義しておくと便利で

ある:

W(ll′)
sC;ij = W(ll′)

sC1;ij +W(ll′)
sC2;ij , (B.14)

W(ll′)
sC1;ij = −

[
1− 1

4

(ms

M

)2
] ∫

drrl+l′+2e−(νi+νj)r
2

×
[
msY (msr)− ΛsY (Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

)
rY (Λsr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.15)

W(ll′)
sC2;ij = − 1

4M2

∫
drrl+2e−νir

2

∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

×
[
∇2

{
msY (msr)− ΛsY (Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

)
rY (Λsr)

}
+

{
msY (msr)− ΛsY (Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

)
rY (Λsr)

}
∇2

]
× rl

′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

. (B.16)

また、スピン軌道力の行列要素W(ll′)
sSO;ij は

W(ll′)
sSO;ij = −1

2

∫
drrl+l′+2e−(νi+νj)r

2

×
[
msZ1(msr)− ΛsZ1(Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

) Λs

M2
Y (Λsr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

L · S
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

. (B.17)

である。

式 (B.13 )のアイソスピンに関する行列要素
〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
は式 (B.5 )で計算できる。

B.2.2 中心力
式 (B.15 )の角度積分は簡単に実行でき、∫

dr̂
[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
∑
mm′

MSM ′
S

(lm1MS |1mj) (l
′m′1M ′

S |1mj)
〈
ξ
(σ)
1MS

∣∣∣ ξ(σ)1M ′
S

〉∫
dr̂Ylm(r̂)

∗
Yl′m′(r̂)

= δll′ , (B.18)

を得る。したがって、式 (B.15 )は

一方、式 (B.16 ) は、微分を処理してから角度積分を行う。まず右側に微分を含む項、すなわち
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Y∇2 の項から考えよう。式 (22)で定義される微分演算子を改めて書いておくと、

∇2 =
1

r

d2

dr2
r − L2

r2
. (B.19)

であるので、まずは

Y (msr)∇2rl
′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

= Y (msr)
∑

m′M ′
S

(l′m′1M ′
S |1mj) |ξ(σ)1 ⟩

(
1

r

d2

dr2
r − L2

r2

)
rl

′
e−νjr

2

Yl′m′(r̂) , (B.20)

を計算する必要がある。2階微分については

d2

dr2

(
rl

′+1e−νjr
2
)
=

[
l′(l′ + 1)rl

′−1 − 2(2l′ + 3)νjr
l′+1 + 4ν2j r

l′+3
]
e−νjr

2

, (B.21)

を得る。また、球面調和関数は角運動量演算子の 2乗の固有状態である:

L2Yl′m′(r̂) = l′(l′ + 1)Yl′m′(r̂) . (B.22)

したがって、式 (B.20 )は

Y (msr)∇2rl
′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
1

ms

[
−2(2l′ + 3)νjr

l′−1 + 4ν2j r
l′+1

]
e−νjr

2−msr
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.23)

という形に帰着する。式 (B.23 )はms を Λs に置き換えた場合も当然成り立つ。

続いて∇2Y を含む項

∇2Y (msr)r
l′e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
1

ms

∑
m′M ′

S

(l′m′1M ′
S |1mj) |ξ(σ)1 ⟩

(
1

r

d2

dr2
r − L2

r2

)
rl

′−1e−νjr
2−msrYl′m′(r̂) , (B.24)

を考えよう。2階微分の部分は平方完成を用いて、

d2

dr2

(
rl

′
e−νjr

2−msr
)
= e

m2
s

4νj
d2

dr2

[
rl

′
e
−νj

(
r+ ms

2νj

)2]
= e

m2
s

4νj

[
l′(l′ − 1)rl

′−2 − 2l′msr
l′−1 +

{
m2

s − 2(2l′ + 1)νj
}
rl

′

+4msνjr
l′+1 + 4ν2j r

l′+2
]
e
−νj

(
r+ ms

2νj

)2

, (B.25)

と計算できる。また、式 (B.22 )を用いると、式 (B.24 )は

∇2Y (msr)r
l′e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
1

ms

[
−2l′rl

′−3 − 2l′msr
l′−2 +

{
m2

s − 2(2l′ + 1)νj
}
rl

′−1

+4msνjr
l′ + 4ν2j r

l′+1
]
e−νjr

2−msr
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.26)
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となる。

最後に、式 (B.26 )の∇2 の右側に rがかかったものも計算しておく必要がある。これについては、

式 (B.25 )において l′ → l′ + 1とすることで簡便に求めることができる。結局、

∇2Y (Λsr)r
l′+1e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=
1

Λs

[
−2(l′ + 1)Λsr

l′−1 +
{
Λ2
s − 2(2l′ + 3)νj

}
rl

′

+4Λsνjr
l′+1 + 4ν2j r

l′+2
]
e−νjr

2−msr
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.27)

を得る。なお、式 (B.23 )の左に r を乗じたものも必要であるが、これは当然、式 (B.23 )右辺の r

の次数を 1つ増やせばよい。

以上より、式 (B.23 ), (B.26 ), (B.27 )を用いることで、以下を得る:[
∇2

{
msY (msr)− ΛsY (Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

)
rY (Λsr)

}
+

{
msY (msr)− ΛsY (Λsr)−

1

2

(
Λ2
s −m2

s

)
rY (Λsr)

}
∇2

]
rl

′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

=

[
− 2lr−3

(
e−msr − e−Λsr

)
− 2lr−2

(
mse

−msr − Λse
−Λsr

)
+
{
m2

s − 8(l + 1)νj
}
r−1

(
e−msr − e−Λsr

)
+ l

(
Λ2
s −m2

s

)
r−1e−Λsr

+ 4νj
(
mse

−msr − Λse
−Λsr

)
− Λ2

s −m2
s

2Λs

{
Λ2
s − 4(2l + 3)νj

}
e−Λsr

+ 8ν2j r
(
e−msr − e−Λsr

)
− 2

(
Λ2
s −m2

s

)
νjre

−Λsr

− 4
Λ2
s −m2

s

Λs
ν2j r

2e−Λsr

]
rl

′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

. (B.28)

この結果から、式 (B.16 )の角度積分は式 (B.7 )と同じ形になることがわかる。

B.2.3 スピン軌道力
式 (B.17 )は演算子 L · S を含む。これは J = L+ S より、

L · S =
1

2

(
J2 −L2 − S2

)
, (B.29)

と変形するとよい。これらの演算子は

J2

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
= J(J + 1)

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
, (B.30)

L2

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
= L(L+ 1)

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
, (B.31)

S2

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
= S(S + 1)

∣∣∣∣[YL ⊗ ξ
(σ)
S

]
JMJ

〉
, (B.32)
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という関係式を満たすため、式 (B.17 )の波動関数に対して、

L · S
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

= −1

2
l′(l′ + 1)

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.33)

が得られる。そうすると、角度積分は式 (B.7 )で計算することができる。

B.2.4 最終形
それぞれ式 (B.14 )および式 (B.17 )で与えられる中心力とスピン軌道力の行列要素は、式 (B.9 )

で定義した G
(n)
ij を用いると、以下で与えられる:

W(ll′)
sC;ij = −δll′

[
1− 1

4

(ms

M

)2
]

×
[
G

(2l+1)
ij (ms)−G

(2l+1)
ij (Λs)−

1

2Λs

(
Λ2
s −m2

s

)
G

(2l+2)
ij (Λs)

]
+W(ll′)

sC2;ij , (B.34)

W(ll′)
sC2;ij = − 1

4M2
δll′

[
− 2l

{
G

(2l−1)
ij (ms)−G

(2l−1)
ij (Λs)

}
− 2l

{
msG

(2l)
ij (ms)− ΛsG

(2l)
ij (Λs)

}
+
{
m2

s − 8(l + 1)νj
}{

G
(2l+1)
ij (ms)−G

(2l+1)
ij (Λs)

}
+ l

(
Λ2
s −m2

s

)
G

(2l+1)
ij (Λs)

+ 4νj

{
msG

(2l+2)
ij (ms)− ΛsG

(2l+2)
ij (Λs)

}
− Λ2

s −m2
s

2Λs

{
Λ2
s − 4(2l + 3)νj

}
G

(2l+2)
ij (Λs)

+ 8ν2j

{
G

(2l+3)
ij (ms)−G

(2l+3)
ij (Λs)

}
− 2

(
Λ2
s −m2

s

)
νjG

(2l+3)
ij (Λs)

− 4
Λ2
s −m2

s

Λs
ν2jG

(2l+4)
ij (Λs)

]
, (B.35)

W(ll′)
sSO;ij =

1

4
δll′ l(l + 1)

1

M2

[
G

(2l−1)
ij (mv)−G

(2l−1)
ij (Λv)

+mvG
(2l)
ij (mv)− ΛvG

(2l)
ij (Λv)−

Λ2
v −m2

v

2
G

(2l+1)
ij (Λv)

]
. (B.36)

これらがスカラー中間子交換に対する行列要素の最終形である。なお、前述の通り、式 (B.36 )から

明らかなように、スピン軌道力は S 波状態 (l = 0)には寄与せず、l = l′ = 2の D 波状態にのみ作用

する。また、付録 Dに G
(n)
ij の計算における注意点をまとめている。

B.3 ベクトル中間子交換に対する 2体行列要素

B.3.1 行列要素の概形
式 (B.1 )の v に正則化されたポテンシャル v

(reg)
v を代入すると、2体行列要素として以下を得る:

V(ll′)
v;ij =

g2v
4π

〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
N

(l)
i N

(l′)
j

[
W(ll′)

vC;ij +W(ll′)
vSO;ij +W(ll′)

vT;ij

]
, (B.37)
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となる。中心力の行列要素は 3つの項に分けて定義しておく:

W(ll′)
vC;ij = W(ll′)

vC1;ij +W(ll′)
vC2;ij +W(ll′)

vC3;ij , (B.38)

W(ll′)
vC1;ij =

[
1 +

1

2

(mv

M

)2

+
1

2

fv
gv

(mv

M

)2
] ∫

drrl+l′+2e−(νi+νj)r
2

×
[
mvY (mvr)− ΛvY (Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

)
rY (Λvr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.39)

W(ll′)
vC2;ij =

1

6

[
1 + 2

fv
gv

+

(
fv
gv

)2
](mv

M

)2
∫
drrl+l′+2e−(νi+νj)r

2

×
[
mvY (mvr)− ΛvY (Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

)
rY (Λvr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

σ1 · σ2

[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.40)

W(ll′)
vC3;ij = − 3

4M2

∫
drrl+2e−νir

2

∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

σ1 · σ2

×
[
∇2

{
mvY (mvr)− ΛvY (Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

)
rY (Λvr)

}
+

{
mvY (mvr)− ΛvY (Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

)
rY (Λvr)

}
∇2

]
× rl

′
e−νjr

2
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

. (B.41)

一方、スピン軌道力の行列要素W(ll′)
vSO;ij とテンソル力の行列要素W(ll′)

vT;ij は

W(ll′)
vSO;ij = −1

2

(
3 + 4

fv
gv

)∫
drrl+l′+2e−(νi+νj)r

2

×
[
mvZ1(mvr)− ΛvZ1(Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

) Λv

M2
Y (Λvr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

L · S
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.42)

W(ll′)
vT;ij = − 1

12

[
1 + 2

fv
gv

+

(
fv
gv

)2
]∫

drrl+l′+2e−(νi+νj)r
2

×
[
mvZ(mvr)− ΛvZ(Λvr)−

1

2

(
Λ2
v −m2

v

) Λv + Λ2
vr

M2
Y (Λvr)

]
×
∫
dr̂

[
Yl(r̂)⊗ ⟨ξ(σ)1 |

]∗
1mj

S12(r̂)
[
Yl′(r̂)⊗ |ξ(σ)1 ⟩

]
1mj

, (B.43)

である。

式 (B.37 )が含むアイソスピン行列要素
〈
ξ
(τ)
00

∣∣∣ V̂τ ∣∣∣ ξ(τ)00

〉
はこれまでと同様に式 (B.5 )で計算可能

である。
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B.3.2 最終形
式 (B.38 )から式 (B.43 )に現れる角度積分や微分演算子、さらにはスピン軌道力とテンソル力の

それぞれの演算子 L · S と S12 の扱いについては、擬スカラーおよびスカラー中間子交換の行列要素

の計算と同じである。

具体的に書くと、中心力に関しては、式 (B.39 )の角度積分は式 (B.18 )で、式 (B.40 )の σ1 · σ2

を含む角度積分は式 (B.7 )で、式 (B.41 )の微分を含む角度積分は式 (B.18 ), (B.23 ), (B.26 )で計

算できる。また、スピン軌道力とテンソル力についても、それぞれ式 (B.33 ) と式 (B.8 ) が適用で

きる。

したがって、ベクトル中間子交換に対する行列要素の最終形は以下のように書ける:

W(ll′)
vC;ij = δll′

[
1− 2

3

(mv

M

)2

+
5

6

fv
gv

(mv

M

)2

+
1

6

(
fv
gv

)2 (mv

M

)2
]

×
[
G

(2l+1)
ij (mv)−G

(2l+1)
ij (Λv)−

Λ2
v −m2

v

2Λv
G

(2l+2)
ij (Λv)

]
+W(ll′)

vC3;ij , (B.44)

W(ll′)
vC3;ij = − 3

4M2
δll′

[
− 2l

{
G

(2l−1)
ij (mv)−G

(2l−1)
ij (Λv)

}
− 2l

{
mvG

(2l)
ij (mv)− ΛvG

(2l)
ij (Λv)

}
+
{
m2

v − 8(l + 1)νj
}{

G
(2l+1)
ij (mv)−G

(2l+1)
ij (Λv)

}
+ l

(
Λ2
v −m2

v

)
G

(2l+1)
ij (Λv)

+ 4νj

{
mvG

(2l+2)
ij (mv)− ΛvG

(2l+2)
ij (Λv)

}
− Λ2

v −m2
v

2Λv

{
Λ2
v − 4(2l + 3)νj

}
G

(2l+2)
ij (Λv)

+ 8ν2j

{
G

(2l+3)
ij (mv)−G

(2l+3)
ij (Λv)

}
− 2

(
Λ2
v −m2

v

)
νjG

(2l+3)
ij (Λv)

− 4
Λ2
v −m2

v

Λv
ν2jG

(2l+4)
ij (Λv)

]
, (B.45)

W(ll′)
vSO;ij(m) =

1

4
δll′ l(l + 1)

(
3 + 4

fv
gv

)
1

M2

×
[
G

(2l−1)
ij (mv)−G

(2l−1)
ij (Λv) +mvG

(2l)
ij (mv)− ΛvG

(2l)
ij (Λv)−

Λ2
v −m2

v

2
G

(2l+1)
ij (Λv)

]
,

(B.46)

W(ll′)
vT;ij(m) = − 1

12
f
(ll′)
T

[
1 + 2

fv
gv

+

(
fv
gv

)2
]

1

M2

×

[
3
{
G

(l+l′−1)
ij (mv)−G

(l+l′−1)
ij (Λv)

}
+ 3

{
mvG

(l+l′)
ij (mv)− ΛvG

(l+l′)
ij (Λv)

}
+

{
m2

vG
(l+l′+1)
ij (mv)−

1

2

(
3Λ2

v −m2
v

)
G

(l+l′+1)
ij (Λv)

}
− 1

2

(
Λ2
v −m2

v

)
ΛvG

(l+l′+2)
ij (Λv)

]
.

(B.47)

ここで、G(n)
ij は式 (B.9 )で定義されており、その計算については付録 Dを参照してほしい。
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表 C.1 文献 [5,6]に基づく OBEPのパラメータ。ただし、α = {ps, s , v}であり、中間子のア
イソスピン、すなわちアイソスカラー (is)かアイソベクトル (iv)かも併記した。なお、σ 中間子
に関するパラメータは出版された文献には公開されていない [11]. また、“Bonn-OBEPR-A” [1]

と同様、fρ/gρ = 6.1, fω/gω = 0.0とした。

Meson mα (MeV) g2α/(4π) (MeV)

π (ps, iv) 137.27 13.6

σ (s, is) 550.0 7.7823

ρ (v, iv) 769.9 0.84

ω (v, is) 781.94 20.0

表 C.2 文献 [5, 6]に基づく OBEPのカットオフ運動量 Λα. 取り入れる中間子を第 1カラムに
記した。括弧内の値は今回の計算に整合するように値を微調整したものである。

Meson Λα (MeV)

π 830.0 (832.3)

πσ 681.0 (686.7)

πρω 846.0 (846.3)

πσρω 710.0 (13.58)

なお、速度依存項に起因する式 (B.45 ) において、G(2l−1)
ij と G

(2l)
ij を含む項、そして

l
(
Λ2
v −m2

v

)
G

(2l+1)
ij という項は係数に l を含むため、S 波状態に対しては寄与しない。同様に、式

(B.46 )でも S 波の寄与はゼロである。また、式 (B.47 )が含む係数 f
(ll′)
T は式 (B.12 )によって計算

できる。

付録 C ボソン交換ポテンシャルのパラメータ

C.1 山口らのボソン交換ポテンシャル

山口らは交換する中間子の種類を変えた OBEPを提案している [5, 6]。そして、カットオフ運動量

はすべての中間子交換に対して共通の値を用いている。すなわち、Λps = Λs = Λv である。具体的な

パラメータを表 C.1 および表 C.2 にまとめた。

なお、今回の計算で重陽子の基底状態エネルギーを精密に求めるために、表 C.2 のカットオフ運動
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表 C.3 Bonnグループが求めた非相対論的な座標空間での OBEP, “Bonn-OBEPR-A”, のパラ
メータ [1]. 表記の定義は表 C.1 と同じである。また、fρ/gρ = 6.1, fω/gω = 0.0である。なお、
アイソスピン一重項 (T = 0) のパラメータのみを掲載している。カットオフ運動量 Λα の括弧内
の値は、式 (31)に基づく今回の計算に整合するように値を微調整したものである。

Meson mα (MeV) g2α/(4π) (MeV) Λα (GeV)

π (ps, iv) 138.03 14.9 1.3 (1.3)

η (ps, is) 548.8 2.0 1.5 (1.5)

σ (s, is) 710.0 17.6205 2.0 (1.471)

ρ (v, iv) 769.0 1.2 1.2 (1.05)

ω (v, is) 782.6 25.0 1.4 (1.55)

δ (s, iv) 983.0 2.742 2.0 (2.0)

量を山口らが使用した値から微修正している (括弧内の値)。その主な原因は、山口らはスピン軌道力

を無視していること、速度依存項を無視していること、そして使用した物理定数などが完全には一致

していない可能性があることである [11]. ただし、カットオフ運動量の変更の大きさはいずれも 1%

以下であり、計算の違いが重陽子の基底状態エネルギーには基本的に影響しないことを示唆している。

C.2 Bonnグループによるボソン交換ポテンシャル

文献 [1]にまとめられた Bonnグループの OBEPのパラメータを表 C.3 にまとめた。中間子の質

量の軽い方から順に並べており、擬スカラー (ps), スカラー (s), そしてベクトル (v)という分類に加

え中間子のアイソスピン、すなわちアイソスカラー (is)かアイソベクトル (iv)かも併記した。

Bonnグループの OBEPはいくつかバリエーションがあり、ここでは非相対論的かつ座標空間での

局所的なポテンシャル A, “Bonn-OBEPR-A”, を採用する。また、パラメータは 2核子系のアイソス

ピン T に依存するが、今は重陽子の計算を念頭に置いているため、T = 0のパラメータを掲載した。

なお、表 C.3 の第 4列に示したカットオフ運動量 Λα に関しては、式 (31)に基づく今回の計算に

整合するように値を調整している。その変更した値は括弧内に示している。
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付録 D 動径積分の解析解
付録 Bで現れた動径積分について考察する。式 (B.9 )を簡単化するため、ν = νi + νj とする:

G
(n)
ij (m) =

∫ ∞

0

drrne−νr2−mr. (D.1)

この積分は解析的に求めることができ、以下でまとめる。しかし、数値計算では、G(n)
ij が解析的に求

められているにも関わらず、発散や桁落ちが問題となることがしばしば起こる。

結論から書くと、今回の OBEPの行列要素の計算においては、式 (D.1 )をそのまま数値積分して

しまうほうがよい。あるいは、よく採用される方法として、被積分関数を複数のガウス関数の重ね合

わせでフィットし、ガウス積分を解析的に実行するというものもある。しかし、ガウス関数の展開精

度を気にする必要があることに加え、展開に関する和が結局は残るため、計算の手間という点では数

値積分をすることと本質的には変わらない。

D.1 解析解その 1

文献 [12]によると、G(n)
ij には解析解があり、それは以下で与えられる:

G
(n)
ij (m) =

∫ ∞

0

drrne−νr2−mr

= (2ν)−(n+1)/2 Γ(n+ 1) exp

(
m2

8ν

)
D−n−1

(
m√
2ν

)
. (D.2)

ここで Γ と D−n−1 はそれぞれガンマ関数と放物線円筒関数である。式 (D.2 ) の右辺には指数関数

があり、引数が大きなときにこれが発散しうる。これを避けるために、放物線円筒関数を合流型超幾

何関数による表現 [13],

exp

(
m2

8ν

)
D−n−1

(
m√
2ν

)
= 2−(n+1)/2

[ √
π

Γ
(
n+2
2

) 1F1

(
n+ 1

2
,
1

2
,
m2

2ν

)
−

√
2π m√

2ν

Γ
(
n+1
2

) 1F1

(
n+ 2

2
,
3

2
,
m2

2ν

)]
, (D.3)

が有用に思われる。ここで合流型超幾何関数 1F1 は以下で定義される:

1F1(α, β, z) =
∑
n

α(n)zn

β(n)n!
. (D.4)

ただし、上昇階乗冪は α(n) = α(α+ 1)(α+ 2) · · · (α+ n− 1)で与えられる。

しかし実際には、合流型超幾何関数 1F1 も第三引数が大きいときに発散するため、数値計算では実

装することは難しい。引数が大きくなるときは、m = Λα として ∼ 1 GeV/(ℏc)のオーダーの運動量
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カットオフを代入し、なおかつガウス基底のレンジパラメータが小さい場合 (νi + νj ≪ 1 fm−2)に

該当する。

D.2 解析解その 2

次に、G(n)
ij の解析解を、合流型超幾何関数を用いることなく求めてみよう。平方完成と積分変数の

置き換えを行うと、式 (D.1 )は以下のように変形できる:

G
(n)
ij (m) = e

m2

4ν

∫ ∞

0

drrne−ν(r+ m
2ν )

2

= eνγ
2

∫ ∞

γ

dx(x− γ)ne−νx2

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−γ)n−kIk(ν, γ), (D.5)

Ik(ν, γ) = eνγ
2

∫ ∞

γ

dxxke−νx2

. (D.6)

ただし、γ = m/(2ν)および x = r + γ であり、二項係数は(
n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
, (D.7)

である。したがって、OBEPの行列要素を計算するためには、式 (D.6 )で定義される Ik を k = 0–8

について求めればよい。

まず、I0 は相補誤差関数で書ける:

I0(ν, γ) =
1√
ν
eνγ

2

∫ ∞

√
νγ

dXe−X2

=

√
π

2

1√
ν
eνγ

2

erfc(
√
νγ). (D.8)

ただし、相補誤差関数は

erfc(x) = 1− erf(x) =
2√
π

∫ ∞

0

dte−t2 − 2√
π

∫ x

0

dte−t2 =
2√
π

∫ ∞

x

dte−t2 , (D.9)

で定義される。

次に、k > 0に対する Ik の計算には、以下の関係式が便利である:

d

dx
e−νx2

= −2νxe−νx2

, (D.10)

d

dν
e−νx2

= −x2e−νx2

. (D.11)
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式 (D.10 )より、I1 は以下のように計算できる:

I1(ν, γ) = − 1

2ν
eνγ

2

∫ ∞

γ

dx
d

dx
e−νx2

= − 1

2ν
eνγ

2
[
e−νx2

]∞
γ

=
1

2ν
. (D.12)

同様に、I2 も

I2(ν, γ) = −eνγ
2 d

dν

∫ ∞

γ

dxe−νx2

= −
√
π

2
eνγ

2 d

dν

[
1√
ν
erfc(

√
νγ)

]
.

= −
√
π

2
eνγ

2

[
−1

2
ν−3/2 erfc(

√
νγ) +

1√
ν

d

dν
erfc(

√
νγ)

]
, (D.13)

となる。ここで相補誤差関数の微分は

d

dν
erfc(

√
νγ) = − d

dν
erf(

√
νγ)

= − γ

2
√
ν

d

dΓ
erf(Γ)

= − γ

2
√
ν

2√
π

d

dΓ

∫ Γ

0

dte−t2

= − γ√
πν
e−νγ2

, (D.14)

と計算できる。ただし、Γ =
√
νγ である。また、任意の関数 F とその微分 f に対する関係式

d

dx

∫ x

a

dtf(t) =
d

dx
[F (x)− F (a)] =

d

dx
F (x) = f(x), (D.15)

を用いた。ここで aは定数である。最終的に式 (D.13 )は以下のように簡単になる:

I2(ν, γ) =
1

4

√
π

ν3
eνγ

2

erfc
(√
νγ

)
+

γ

2ν
. (D.16)

原理的には、同様の方法で k ≥ 3に対する Ik を計算可能である。実際にはこれは面倒なので、導

出にはMathematica [14]を用いることにする。その結果を表 D.1 にまとめる。

このように Ik が解析的に求まったため、G(n)
ij も式 (D.5 ) で計算できるはずである。しかし、数

値計算では、式 (D.5 )に現れる exp(νγ2)が大きな引数のときに発散するという問題が生じうる。こ

れを避けるには、この指数関数が常に exp(νγ2) erfc (
√
νγ) の形で現れることを利用する。すなわち、

相補誤差関数の漸近展開 [15]

erfc(x) ∼ e−x2

√
πx

∞∑
s=0

(−)s(2s− 1)!!

(2x2)s
(x→ ∞), (D.17)
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表 D.1 Mathematica [14]による積分 Ik の解析解。ただし、関数 Aは式 (D.18 )で定義してあ
り、

√
νγ が大きいときには、Aの漸近展開を用いるとよい。

k Ik(ν, γ) = eνγ
2 ∫∞

γ
dxxke−νx2

0 1
2

√
π
νA(

√
νγ)

1 1
2ν

2 1
4

√
π
ν3A(

√
νγ) + γ

2ν

3 νγ2+1
2ν2

4 3
8

√
π
ν5A(

√
νγ) +

γ(2νγ2+3)
4ν2

5
νγ2(νγ2+2)+2

2ν3

6 15
16

√
π
ν7A(

√
νγ) +

γ[2νγ2(2νγ2+5)+15]
8ν3

7
νγ2[νγ2(νγ2+3)+6]+6

2ν4

8 105
32

√
π
ν9A(

√
νγ) +

γ[2νγ2{2νγ2(2νγ2+7)+35}+105]
16ν4

を利用するとよい。実際、今は相補誤差関数の引数が大きい場合を問題にしているので、この展開が

有用である。したがって、

A(x) =


ex erfc(x) (x ≤ x0),

1√
π

[
1

x
− 1

2x3
+

3

4x5
− 15

8x7
+O

(
x−9

)]
(x > x0),

(D.18)

を用いて発散の問題を回避することができる。ただし、x0 は exp(x20)が非常に大きなるような値で

あり、例えば x0 = 10である。

これで数値計算上のオーバーフローを避けて Ik を求めることができる。しかし、次は桁落ちが問

題となりうる。これを明確にするために、式 (D.5 )を以下の形に書き換えよう:

G
(n)
ij (m) =

(
n

0

)
(−γ)nI0(ν, γ) +

(
n

1

)
(−γ)n−1I1(ν, γ) +

(
n

2

)
(−γ)n−2I2(ν, γ) + · · · . (D.19)

式 (D.19 ) からわかるように、n を定めたとき、k の偶数次項と奇数次項で (−γ)n−k の符号がそれ

ぞれ正と負になる。なお、二項係数および Ik はともに正である。そして問題となるのは、Ik が非

常に大きな値を取りうるときである。これは γ が大きい場合、すなわち、第 D.1 節でも記述の通

り、m = Λα ∼ 1 GeV/(ℏc) かつ、ν ≪ 1 fm−2 という場合に対応する。このとき、
(
n
k

)
(−γ)n−kIk

は、例えば ∼ 1016 fmn+1 などの大きな値をもつものの、これとは符号の異なる k + 1 番目の項(
n

k+1

)
(−γ)n−k−1Ik+1 (やはり絶対は大きな数) を足すことにより、これらの和は小さな値 (例えば
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∼ 10−1 fmn+1) となりうる。そうすると、さらに次の k + 2 番目のステップで、逐次的な和と比較

して絶対値が何桁も異なる数を足すため、精度が失われ、その結果 G
(n)
ij (Λα)が正しく計算できなく

なる。

桁落ちを避ける数値計算上の処方、例えば Kahan の加算アルゴリズム [16] や、Python の

math.fsum による演算も知られているが、G(n)
ij (Λα) の計算ではこれらは機能しなかった。な

お、運動量カットオフではなく、中間子の質量を引数としたときの計算、すなわち G
(n)
ij (mα)では、

桁落ちは問題にならない。
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