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概要

核力の中間子論について、その導入部分を学ぶ。具体的には、中間子の交換によって核子間の
相互作用が湯川ポテンシャルで表されることに焦点を合わせる。また、変分原理に基づく束縛問
題の解法を習得することを目指す。
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1 湯川ポテンシャル
これまでは核力を井戸型ポテンシャルで近似してきたが、ここではより現実的な関数形で核力を表

現しようi。そのようなポテンシャルは 2核子間の距離 r の関数として

v(r) = −g2 e
−mαr

r
, (1)

と表現される。このようなポテンシャルを湯川ポテンシャルと呼ぶ。また、mα は 2つの核子間で交

換される中間子の質量を表し、g2 はポテンシャルの強さを表す結合定数である。

以下では簡単のため、電子間の Coulombポテンシャルとの類推から式 (1)を導出する。なお、こ

こでの議論は文献 [1]に依拠している。最初に Coulombポテンシャルと湯川ポテンシャルの対応関

係を表 1に示しておく。

まず Coulomb相互作用の場合、位置 ri におけるスカラーポテンシャル Φ(i) は次の Poisson方程

式を満たす:

∇2Φ(i)(r) = −4πeδ(r). (2)

ここで eは電荷素量であり、Gauss単位系に基づいている。このとき、運動量の量子化 p = −i∇を

用いると式 (2)は

p2Φ(r) = 4πeδ(r), (3)

と書ける。ただし自然単位系 ℏ = c = 1を用いる。次に式 (3)を質量mα の中間子場 Φ(i) に拡張しよ

う。相対論的なエネルギーと運動量の関係から、p2 → p2 +m2
α と置き換え、また結合定数も e→ g

とする。すると、場の方程式は以下となる:[
∇2 −m2

α

]
Φ(i)(r) = −4πgδ(r). (4)

この解は

Φ(i)(r) = g
e−mα|r−ri|

|r − ri|
, (5)

であることが知られている。

相互作用ポテンシャル v は、rj にある点源 ρ(j)(r) = gδ(r − rj) で Φ(i) を畳み込んだ形で定義さ

れる:

v(rij) = −
∫
drρ(j)(r)Φ(i)(r)

= −g2 e
−mαrij

rij
. (6)

i 依然としてスピンやアイソスピン、そして角運動量などに依存しない中心力のみを扱う。その意味で現実的な核力とは
やはり程遠い。
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表 1 Coulomb相互作用と湯川型相互作用の比較。

Coulomb相互作用 湯川相互作用

相互作用ポテンシャル e2/r g2e−mαr/r

交換する粒子の質量 0 mα

結合定数 e g

場の方程式 ∇2Φ(r) = −4πeδ(r)
(
∇2 −m2

α

)
Φ(i)(r) = −4πgδ(r)

ri における場
Φ(i)(r) = e/ |r − ri| Φ(i)(r) = ge−mα|r−ri|/ |r − ri|

(Coulomb場) (中間子場)

2核子間の相対距離の大きさは rij = |ri − rj |で定義される。こうして湯川ポテンシャルが導かれる。

2 変分原理に基づく束縛問題の解法 —Rayleigh–Ritzの変分法—

重陽子を構成する陽子と中性子間の相互作用が中心力の湯川ポテンシャルで与えられる場合を考

え、数値計算によって重陽子の束縛エネルギーと波動関数を求めよう。そのために、まずは Ritzの変

分原理をおさえておこう。これは、端的には以下で表現できる:

ϵ[ψ] =

〈
ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣ψ〉

⟨ψ |ψ⟩
≥ E0. (7)

ただし、Ĥ はハミルトニアン、そしてその最低固有値、つまり基底状態のエネルギーを E0 とした。

また、|ψ⟩は基底状態を近似した任意の状態を表し、ϵ[ψ]は |ψ⟩の汎函数として表現したエネルギー

である。式 (7)が意味するのは、近似した波動関数によるハミルトニアンの期待値は、基底状態のエ

ネルギーよりも常に大きいか等しいということである。ϵ[ψ] = E0 となるのは |ψ⟩が真の基底状態の

ときのみである。

この変分原理は以下のことと等価である。すなわち、定常状態の Schrödinger方程式[
Ĥ − E

]
|ψ⟩ = 0, (8)

において、微小変分 δ |ψ⟩によって |ψ⟩ → |ψ⟩+ δ |ψ⟩としたとき、汎函数 ϵ[ψ] =
〈
ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣ψ〉 / ⟨ψ |ψ⟩

の停留値が固有エネルギー E であり、そのときの |ψ⟩が固有関数となる。

|ψ⟩に微小変分を与える代わりに、試行関数を用いて |ψ⟩を表現した束縛問題の解法が Rayleigh–

Ritzの変分法である。具体例として 2体束縛問題に対する動径運動の Schrödinger方程式[
− ℏ2

2µ

d2

dr2
+

ℏ2l(l + 1)

2µr2
+ v(r)− E

]
ul(r) = 0, (9)
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を考えよう。ただし、rは 2体系の相対距離であり、lは相対軌道角運動量である。また、v は中心力

のポテンシャルを表し、µは換算質量である。スピンとアイソスピンは無視している。今、動径成分

の波動関数 ul を n個の任意の関数で以下のように展開する:

ul(r) =

n∑
i=1

c
(l)
i ϕ

(l)
i (r) . (10)

ただし c
(l)
i は展開係数である。すると、汎函数 ϵ[ul]は

ϵ[ul] =

〈
ul

∣∣∣Ĥ∣∣∣ul〉
⟨ul |ul⟩

=

∑
ij c

(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣Ĥ∣∣∣ϕ(l)j

〉
∑

ij c
(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉 , (11)

で与えられ、束縛問題は汎函数 ϵ[ul]の停留値を求める問題に帰着する。つまり、展開係数 c
(l)
i を変

分パラメータとして、汎函数の変分が
∂

∂c
(l)∗
i

ϵ[ul] = 0, (12)

を満たすように c
(l)
i を決める。この左辺は

∂

∂c
(l)∗
i

ϵ[ul] =

∑
j c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣Ĥ∣∣∣ϕ(l)j

〉
∑

ij c
(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉 −

∑
ij c

(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣Ĥ∣∣∣ϕ(l)j

〉∑
j c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉
[∑

ij c
(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉]2 , (13)

と計算できるため、式 (12)は固有値方程式∑
j

[
H(l)

ij − EN (l)
ij

]
c
(l)
j = 0, (14)

として表すことができる。ただし、

E =

∑
ij c

(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣Ĥ∣∣∣ϕ(l)j

〉
∑

ij c
(l)∗
i c

(l)
j

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉 , (15)

H(l)
ij =

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣Ĥ∣∣∣ϕ(l)j

〉
, (16)

N (l)
ij =

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉
, (17)

である。また、ハミルトニアンの行列要素は Ĥ = T̂rel + V̂ のように、相対運動エネルギー項 T̂rel と

相互作用項 V̂ に分けることで、

H(l)
ij = T (l)

ij + V(l)
ij , (18)

T (l)
ij =

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣T̂rel∣∣∣ϕ(l)j

〉
, (19)

V(l)
ij =

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣V̂ ∣∣∣ϕ(l)j

〉
, (20)
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として計算できる。

式 (14)は行列を使って以下のように表現することができる:
 H(l)

ij

− E

 N (l)
ij



c(l)j

 = 0. (21)

式 (14)あるいは式 (21)は一般化固有値問題と呼ばれる。直交基底、すなわちN (l)
ij =

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)j

〉
= δij

を満たす基底を用いれば、ノルム行列は単位行列になり、式 (21)は通常の固有値方程式になる。

一般化固有値問題は通常、二重対角化の方法で解く。これは、まずノルムの対角化による直交基底

を用意する第一ステップと、直交基底によるハミルトニアンの対角化による第二ステップを駆使する

方法である。この方法を用いれば、通常の対角化の計算を二度実行すれば一般化固有値問題を解くこ

とができる。一方、実際の数値計算では、一般化固有値問題を解くモジュールやパッケージが広く普

及しているため、これを使うのが便利である。

Exercise 2.1 —重陽子を変分で解こう—

基底関数にガウス関数を用いて、重陽子の Schrödinger方程式を変分で解こう (付録 Aを

参照)。軌道角運動量は l = 0としてよい。ポテンシャルには π 中間子交換に起因する湯川型

の中心力

v(r) = −g2 e
−mπr

r
, (22)

を用いよう。ただし、mπ は π中間子の質量である。実験値と整合する重陽子の基底状態のエ

ネルギーを与える g2 を求めよう。また、無次元化した結合定数 g̃2 = g2/(ℏc)と、Coulomb

力での無次元化した結合定数 α = e2/(ℏc) (すなわち微細構造定数)とを比較しよう。g̃2 ≫ α

となっているはずであり、これが強い相互作用の特徴的な関係である。

次に、動径成分の波動関数を式 (10) で計算し、r の関数として描画しよう。さらに、式

(A.21 )を使って、対応する運動量空間での波動関数も描画しよう。

なお、式 (A.9 )に基づいて、ガウス関数のレンジを等比級数で与えることにしよう。具体

的には、以下のような基底を用いることにしよう:

1. 基底の数: n = 20

2. ガウス関数のレンジの最小値: b1 = 0.5 fm

3. ガウス関数のレンジの最大値: bn = 20.0 fm

このとき、式 (A.9 )より、等比 ρは ρ = (bn/b1)
1/(n−1) ∼ 1.2となる。

また、一般化固有値問題を解く Python のモジュールは、例えば numpy.linalg.eig ,
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scipy.linalg.eig , scipy.linalg.eigh , scipy.sparse.linalg.eigs などがある。

付録 A ガウス関数展開法

A.1 波動関数

A.1.1 基底と重なり積分
動径方向の波動関数を、ガウス関数を基底として以下のように展開する:

ul(r)

r
=

n∑
i=1

c
(l)
i φ

(l)
i (r) , (A.1)

φ
(l)
i (r) =

ϕ
(l)
i (r)

r
, (A.2)

ϕ
(l)
i (r) = N

(l)
i rl+1 exp

[
−νir2

]
. (A.3)

このような展開をガウス関数展開法 (Gaussian expansion method; GEM)と呼ぶ [2]。なお、ガウス

関数のレンジパラメータ νi はここでは実数とする。

まず、基底関数の重なり積分、つまり式 (17)で与えられるノルムの行列要素は以下のように計算で

きる:

N (l)
ij =

〈
φ
(l)
i

∣∣∣φ(l)
j

〉
=

∫
drϕ

(l)
i (r)ϕ

(l)
j (r)

= N
(l)
i N

(l)
j

∫
drr2(l+1) exp

[
−(νi + νj)r

2
]

= N
(l)
i N

(l)
j

(2l + 1)!!

2l+2

√
π

(νi + νj)2l+3
. (A.4)

ここで、規格化因子 N
(l)
i は

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)i

〉
= 1 という条件より、以下で与えられる:

N
(l)
i =

√
2l+2

(2l + 1)!!

[
(2νi)

2l+3

π

] 1
4

. (A.5)

これより、式 (A.4 )は

N (l)
ij = (βij)

l+ 3
2 , (A.6)

βij =
2
√
νiνj

νi + νj
=

2bibj
b2i + b2j

, (A.7)

という形に書き換えることができる。ここで、ガウス関数のレンジ bi は νi = 1/b2i という関係を満

たす。
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図 1 ρ の関数として表した重なり積分
〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)
i+1

〉
=

[
2ρ/

(
ρ2 + 1

)]l+3/2 の値。軌道角運動量
lの値は l = 0 (s), l = 1 (p), l = 2 (d)および l = 3 (f)と表現してある。

なお、ul のノルムは

⟨ul |ul⟩ =
∑
ij

c
(l)
i c

(l)
j

〈
φ
(l)
i

∣∣∣φ(l)
j

〉
=

∑
ij

c
(l)
i c

(l)
j N (l)

ij , (A.8)

で与えられる。

次に、ガウス関数のレンジの組 {bi}をどのように決めるかについて考えよう。通常これは等比級数

で表現する (ρを等比とする):

bn = b1ρ
n−1. (A.9)

このように等比級数を採用する理由は、以下の計算から理解できる。式 (A.6 )を使って、隣り合う基

底の重なり積分を計算すると、

〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)i+1

〉
=

(
2ρ

ρ2 + 1

)l+ 3
2

, (A.10)

を得ることができ、これは iに依存しないことがわかる。式 (A.1 )の展開は隣り合う基底の重なり積

分が 1に近いほど早く収束する。この収束をうまく得るには、式 (A.10 )が便利である。つまり、例

えば ρ = 1 であれば、式 (A.10 ) は
〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)i+1

〉
= 1 となり、l に依存しなくなる。しかし、当然、

ρ = 1では bi を b1 から変えることができない。したがって、実際の計算では、ρ ≳ 1.1などとするこ

とで、
〈
ϕ
(l)
i

∣∣∣ϕ(l)i+1

〉
をなるべく大きくする (図 1参照)。
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A.1.2 運動量分布
一般的なフーリへ変換を考えるために、動径成分だけでなく、角度成分も含めて波動関数を定義し

ておこう:

⟨r |ψlm⟩ = ψlm(r) = Rl(r)Ylm(r̂) , (A.11)

Rl(r) =
ul(r)

r
. (A.12)

ただし、Ylm は球面調和関数であり、r̂ = r/r である。この表式に基づくと、運動量空間での波動関

数は以下のフーリへ変換で与えられる:

ψ̃lm(k) = ⟨k |ψlm⟩

=

∫
dr ⟨k | r⟩ ⟨r |ψlm⟩

=
1

(2π)3/2

∫
dre−ik·r ⟨r |ψlm⟩

=
4π

(2π)3/2

∑
λµ

(−i)λYλµ
(
k̂
)∫

drr2jλ(kr)Rl(r)

∫
dr̂Y ∗

λµ(r̂)Ylm

(
k̂
)

=
4π

(2π)3/2
(−i)lYlm

(
k̂
)∫

drr2jl(kr)Rl(r). (A.13)

ここで、

1 =

∫
dr |r⟩ ⟨r| , (A.14)

⟨k | r⟩ = 1

(2π)3/2
e−ik·r, (A.15)

である。また、平面波は Rayleighの公式

e−ik·r = 4π
∑
λµ

(−i)λjλ(kr)Yλµ
(
k̂
)
Y ∗
λµ(r̂) , (A.16)

によって部分波展開の形で表現している。ただし、jλ は球ベッセル関数である。さらに球面調和関数

の直交性も用いた: ∫
dr̂Y ∗

λµ(r̂)Ylm

(
k̂
)
= δλlδµm. (A.17)

さて、運動量空間での動径成分の波動関数を、式 (A.13 )の球面調和関数を除いた部分として定義

しよう:

R̃l(k) =

√
2

π
(−i)l

∫
drr2jl(kr)Rl(r). (A.18)
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今興味があるのは、角運動量が l = 0のみであり、なおかつ座標空間での動径波動関数を式 (A.1 )の

ようにガウス基底で展開している。このとき、j0(z) = sin(z)/z より、式 (A.18 )が含む積分は∫
drr2j0(kr)R0(r) =

∑
i

c
(0)
i N

(0)
i

∫
drr2

sin(kr)

kr
e−νir

2

, (A.19)

と書ける。この積分は解析的に計算できる:∫ ∞

0

drr2
sin(kr)

kr
e−νir

2

=
1

2k3
Im

[∫ ∞

−∞
dzz exp

(
−νiz

2

k2
+ iz

)]
=

1

4νi

√
π

νi
e
− k2

4νi . (A.20)

ただし、z = kr として変数変換している。以上より、運動量空間での S 波の動径波動関数として以

下を得る:

ũ0(k) = kR̃0(k) =
∑
i

(2νi)
−3/2c

(0)
i N

(0)
i ke

− k2

4νi . (A.21)

A.2 行列要素の計算

A.2.1 ノルムの行列要素
式 (17)のノルム行列要素は既に式 (A.6 )で与えている。あらためて書くと

N (l)
ij = (βij)

l+ 3
2 , (A.22)

βij =
2
√
νiνj

νi + νj
=

2bibj
b2i + b2j

, (A.23)

である。

A.2.2 運動エネルギーの行列要素
GEMでは、式 (19)は以下のように計算できる:

T (l)
ij =

〈
φ
(l)
i

∣∣∣T̂rel∣∣∣φ(l)
j

〉
,

= − ℏ2

2µ

∫
drϕ

(l)
i (r)

[
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

]
ϕ
(l)
j (r). (A.24)

さらに、

d2

dr2
ϕ
(l)
j (r) = N

(l)
j

d2

dr2
[
rl+1 exp

(
−νjr2

)]
=

[
l(l + 1)

r2
− 2νj(2l + 3) + 4ν2j r

2

]
ϕ
(l)
j (r), (A.25)
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であることから、式 (A.24 )は以下で与えられる:

T (l)
ij =

ℏ2νj
2µ

[
2(2l + 3)

〈
φ
(l)
i

∣∣∣φ(l)
j

〉
− 4νj

〈
φ
(l)
i

∣∣∣ r2 ∣∣∣φ(l)
j

〉]
. (A.26)

ここで、第一項の
〈
φ
(l)
i

∣∣∣φ(l)
j

〉
は式 (A.6 )で与えられる。一方、第二項については、以下のように計

算できる: 〈
φ
(l)
i

∣∣∣ r2 ∣∣∣φ(l)
j

〉
= N

(l)
i N

(l)
j

∫
drr2(l+2) exp

[
− (νi + νj) r

2
]

= N
(l)
i N

(l)
j

(2l + 3)!!

2l+3

√
π

(νi + νj)
2l+5

=
2l + 3

2 (νi + νj)
(βij)

l+ 3
2 . (A.27)

ただし、式 (A.5 ) および式 (A.7 ) を用いた。結局、運動エネルギーの行列要素は以下の形に帰着

する:

T (l)
ij =

ℏ2

µ
(2l + 3)

νiνj
νi + νj

(βij)
l+ 3

2 . (A.28)

A.2.3 2体行列要素 —湯川ポテンシャル—

式 (9)の相互作用として湯川ポテンシャルを考えよう。すなわち、

v(r) = −g2 e
−mαr

r
, (A.29)

である。このとき、2体行列要素は

V(l)
ij = −g2N (0)

i N
(0)
j

∫
drre−(νi+νj)r

2−mαr. (A.30)

となる。式 (A.30 )の積分は解析的に計算できる。今、求めたい積分を

G ≡
∫ ∞

0

drre−νr2−mαr, (A.31)

とおく。ここで、ν = νi + νj である。平方完成と変数変換を用いると、Gは以下のように書き換え

ることができる:

G(mα) = e
m2

α
4ν

∫ ∞

0

drre−ν(r+mα
2ν )

2

= eνγ
2

∫ ∞

γ

dx(x− γ)e−νx2

= I1 − γI0, (A.32)

Ik ≡ eνγ
2

∫ ∞

γ

dxxke−νx2

. (A.33)
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ただし、γ = mα/(2ν)および x = r + γ である。

Ik の積分は解析的に実行できる。まず、I0 が相補誤差関数に等しいことを示そう。すなわち、

I0 =
1√
ν
eνγ

2

∫ ∞

√
νγ

dXe−X2

=

√
π

2

1√
ν
eνγ

2

erfc(
√
νγ). (A.34)

である。ここで、相補誤差関数 erfcは誤差関数 erf を使って以下で与えられる:

erfc(x) = 1− erf(x) =
2√
π

∫ ∞

0

dte−t2 − 2√
π

∫ x

0

dte−t2 =
2√
π

∫ ∞

x

dte−t2 . (A.35)

次に I1 の計算であるが、これには

d

dx
e−νx2

= −2νxe−νx2

, (A.36)

を用いると便利である。式 (A.36 )より、

I1 = − 1

2ν
eνγ

2

∫ ∞

γ

dx
d

dx
e−νx2

= − 1

2ν
eνγ

2
[
e−νx2

]∞
γ

=
1

2ν
, (A.37)

と計算することができる。
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